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1 電場、静電ポテンシャル、電荷の分布

以下に電場 E、静電ポテンシャル ϕ、電荷の分布の何れかが与えられている。与えられた物理量を元に、ある

任意の点での他の 2つの物理量を指定された方法にて求めよ。ただしここでは、静電ポテンシャルは無限遠にて

ゼロであるものとし、また rは原点からある点への距離 (直交座標系 (x, y, z)においては r =
√
x2 + y2 + z2)で

ある。なお ϕ0、ρ0、λ、Rは定数である。

1. ϕ(r) =

{
ϕ0 for r < R

ϕ0R/r for r ≥ R

静電ポテンシャルの勾配を用いて電場を、ポアソン方程式を用いて電荷密度を求めよ。

公式より電場E は

r < Rにおいて

E = −∇ · ϕ = −r̂
∂

∂r
ϕ0 = 0

r < Rにおいて

E = −∇ · ϕ = −r̂ϕ0R
∂

∂r
r−1 = r̂

ϕ0R

r2

単位体積あたりの電荷密度 ρはポアソンの方程式よ

り、

r < Rにおいて

ρ = −ε0∇2ϕ = −ε0
1

r2
∂

∂r

(
r2

∂

∂r
ϕ0

)
= 0

r > Rにおいて

ρ = −ε0∇2ϕ = −ε0
1

r2
∂

∂r

(
r2

∂

∂r

ϕ0R

r

)
= 0

また r = Rにおける静電ポテンシャルの一次係数の

不連続性はポアソンの方程式より

lim
∆→0

[
∂ϕ

∂r

]R+∆

r=R−∆

= − 1

R2

∫ R+∆

r=R−∆

r2ρ dr

であるが、左辺 (LHS)は

LHS =

[
∂

∂r

ϕ0R

r
− ∂

∂r
ϕ0

]
r=R

= −ϕ0

R
̸= 0

であるので、ρは r = Rで無限大になるデルタ関数

で無ければならない。よって ρ = αδ(r − R)(αは定

数)と置くと、(両辺に-1を掛け)

ϕ0

R
= lim

∆→0

1

R2

∫ R+∆

r=R−∆

r2αδ(r −R) dr = α

よって単位体積あたりの電荷密度は

ρ(r) =
ϕ0

R
δ(r −R)

または、電荷面密度 σになおして、

σ =
ϕ0

R
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2. 単位長さの電荷密度が一定で λである無限に長い直線。電場をガウスの法則とクーロンの法則をそれぞれ用

いて求め、ガウスの法則の値とクーロンの法則の値が一致する事を示せ。

この直線を中心とする半径 r、長さ Lの円柱の閉曲

面 Sについて考える。電場Eは常にこの直線に垂直

であるので、電場E の大きさはガウスの法則より、∮
S

E · dŝ =
Qenc

ε0

E 4πrL =
λL

ε0

E =
λ

4πε0r

クーロンの法則を用いた場合、距離 r にある点にお

いては直線上 z の距離にある極小線分がもたらす電

場の直線と平行な成分は対称性により打ち消しあう

ので、直線に垂直な成分のみ積分して、

E =
1

4πε0

∫ ∞

z=−∞

λr

(r2 + z2)3/2
dz

=
λ

4πε0r2
2

∫ ∞

z=0

dz

(1 + z2/r2)3/2

z/r = tan θとおくと、dz = rdθ/ cos2 θ、z → 0にお

いて θ → 0、z → ∞において θ → π/2なので、

E =
λ

2πε0r2

∫ π/2

θ=0

rdθ

cos2 θ(1 + tan2 θ)3/2

=
λ

2πε0r

∫ π/2

θ=0

cos θdθ

=
λ

2πε0r

よってガウスの法則による結果とクーロンの法則に

よる結果は一致する。

3. 単位面積あたりの電荷密度が一定で ρ0 である半径 Rの無限に長い円柱がある。円柱の中心からの距離 lに

おける電場と静電ポテンシャルをガウスの法則を用いて求めよ。

はじめに：「単位体積あたり」での出題が、「単位面積あたり」になっていました。また、テスト中に l = R

にてポテンシャルをゼロにせよと修正しました。下記には面密度の場合と体積密度の場合、両方示します。

どちらで解いていても正解とします。

ρ0 が面密度の場合。

半径 l、長さ Lの与えられている円柱と中心を同じく

する円柱の閉曲面 S について考える。対称性より電

場は全て円柱の半径方向に放射状に広がっている。

l < Rにおいて、閉曲面内に電荷は存在しないので、

ガウスの法則より∮
S

E · dŝ =
Qenc

ε0
= 0

E = 0

l > Rにおいて、閉曲面内に存在する電荷は

Qenc = ρ0 2πRLなので、∮
S

E · dŝ =
Qenc

ε0

E 2πlL =
ρ0 2πRL

ε0

E =
ρ0R

ε0l

これらを積分し、l = Rにて ϕ = 0を基準とすると、

l < Rにおいて、

ϕ = −
∫ l

r=R

E · dr̂ = 0

l > Rにおいて、

ϕ = −
∫ l

r=R

E · dr̂

= −
∫ l

r=R

ρ0R

ε0r
dr

= −ρ0R

ε0
[ln r]lR

= −ρ0R

ε0
ln(r/R)
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ρ0 が体積密度の場合。

半径 l、長さ Lの与えられている円柱と中心を同じく

する円柱の閉曲面 S について考える。対称性より電

場は全て円柱の半径方向に放射状に広がっている。

l < Rにおいて、閉曲面内にある電荷は

Qenc = ρ0 πl
2Lなので、ガウスの法則より∮

S

E · dŝ =
Qenc

ε0

E 2πlL =
ρ0 πl

2L

ε0

E =
ρ0l

ε0

l > Rにおいて、閉曲面内に存在する電荷は

Qenc = ρ0 πR
2Lなので、ガウスの法則より∮
S

E · dŝ =
Qenc

ε0

E 2πlL =
ρ0 πR

2L

ε0

E =
ρ0R

2

2ε0l

これらを積分し、l = Rにて ϕ = 0を基準とすると、

l < Rにおいて、

ϕ = −
∫ l

r=R

E · dr̂

= −
∫ l

r=R

ρ0r

ε0
dr

= −ρ0
ε0

[
r2

2

]l
R

=
ρ0
2ε0

(R2 − l2)

l > Rにおいて、

ϕ = −
∫ l

r=R

E · dr̂

= −
∫ l

r=R

ρ0R
2

2ε0r
dr

= −ρ0R
2

2ε0
[ln r]lR

= −ρ0R
2

2ε0
ln(r/R)

4. 単位面積あたりの電荷密度が一定で ρ0 である半径 Rの球がある。球の中心からの距離 lにおける電場と静

電ポテンシャルをガウスの法則を用いて求めよ。

はじめに：テスト中に「単位面積」を「単位体積」に修正しました。

l < Rにおいて、閉曲面内にある電荷は

Qenc = ρ0 4πl
3/3なので、ガウスの法則より∮

S

E · dŝ =
Qenc

ε0

E 4πl2 =
ρ0 4πl

3

3ε0

E =
ρ0l

3ε0

l > Rにおいて、閉曲面内に存在する電荷は

Qenc = ρ0 4πR
3/3なので、ガウスの法則より∮
S

E · dŝ =
Qenc

ε0

E 4πl2 =
ρ0 4πR

3

3ε0

E =
ρ0R

3

3ε0l2

これらを積分し、l → ∞にて ϕ → 0を基準とする

と、

l > Rにおいて、

ϕ = −
∫ l

r=∞
E · dr̂

= −
∫ l

r=∞

ρ0R
3

3ε0r2
dr

= −ρ0R
3

3ε0
[−r−1]l∞

=
ρ0R

3

3ε0l

l < Rにおいて、

ϕ = −
∫ l

r=∞
E · dr̂

= −
∫ l

r=R

ρ0r

3ε0
dr −

∫ R

r=∞
E · dr̂

= − ρ0
3ε0

[
r2

2

]l
R

+

[
ρ0R

3

3ε0r

]
r=R

=
ρ0
6ε0

(R2 − l2) +
ρ0R

2

3ε0

=
ρ0
6ε0

(3R2 − l2)
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2 導体

電荷 Qの点電荷を中心として内側の半径 a、外側の半径が bである導体の殻が存在する。導体の総電荷量がゼ

ロである時、導体の内側と外側それぞれの電荷の面密度と、中心の点電荷から任意の距離 rの静電ポテンシャル

を求めよ。

導体の内側と外側それぞれの電荷面密度をσa、σbとす

る。対称性より、電場は全て点電荷から放射状に広がっ

ていることがわかる。

導体内の電場はゼロであるので、半径 rが a < r < bで

ある球状の閉曲面 S を考えると、ガウスの法則より∮
S

E · dr̂ =
Qenc

ε0

0 =
1

ε0
(Q+ σa 4πa

2)

σa = − Q

4πa2

また導体の総電荷量はゼロであるので、

σa 4πa
2 + σb 4πb

2 = 0

σb = −σa
a2

b2
=

Q

4πb2

以上より、半径 rの球状の閉曲面を考えると、その内側

にある電荷の量 Qenc は

Qenc =


Q for r < a

0 for a ≤ r < b

Q for b ≤ r

であるので、ガウスの法則より電場を求めると、

E =


r̂ Q
4πε0r2

for r < a

0 for a ≤ r < b

r̂ Q
4πε0r2

for b ≤ r

よって r → ∞にて静電ポテンシャルをゼロとすると、
電場を半径方向に積分して、

b ≤ rにおいて、

ϕ = −
∫ r

r′=∞
E · dr̂′

= −
∫ r

r′=∞
r̂′

Q

4πε0r′2
cot dr̂′

= − Q

4πε0

[
− 1

r′

]r
∞

=
Q

4πε0r

a ≤ r < bにおいて、

ϕ = −
∫ r

r′=∞
E · dr̂′

= −
∫ r

r′=b

0 · dr̂′ −
∫ b

r′=∞
E · dr̂′

=
Q

4πε0b

r < aにおいて、

ϕ = −
∫ r

r′=∞
E · dr̂′

= −
∫ r

r′=a

r̂′
Q

4πε0r′2
cot dr̂′ −

∫ a

r′=∞
E · dr̂′

=
Q

4πε0

[
1

r′

]r
a

− Q

4πε0b

=
Q

4πε0

(
1

r
− 1

a
+

1

b

)

まとめると、原点から距離 rにおける静電ポテンシャルϕ

は

ϕ =


Q

4πε0

(
1
r − 1

a + 1
b

)
for r < a

Q
4πε0b

for a ≤ r < b
Q

4πε0r
for b ≤ r
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3 スケッチ

以下の系において電気力線を図示せよ。

1. 正の電荷 +Qを持つ点電荷が無限に広い導体の板から少し離れた位置にある。

2. 同じ大きさの正の電荷 +Qを持つ二つの点電荷がやや離れて存在する。

3. 四重極の電荷 (同じ大きさで正負の異なった電荷 ±Qが正方形の各頂点に存在する)。
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