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1 数学

1.1 発散定理

問題文の「ベクトル場～の、」の部分は「ベクトル場～の発散の」にすべきでした。もしくは「体積積分」では

なく「表面積分」でした。出題文だと発散定理必要ないです。次回、発散のものを再度出題します。(TA)

発散定理を考慮に入れた上で、以下の値を求めよ。

1. ベクトル場A = r2r̂の、半径 1で原点を中心とする球における体積積分∫
V

r2r̂dV = r̂

∫ 1

r=0

∫ π

θ=0

∫ π

ϕ=0

[
r2r̂ r2 sin θ

]
r=1

dϕ dθ

= r̂

∫ 1

r=0

r4 dr

∫ π

θ=0

sin θ dθ

∫ π

ϕ=0

dϕ

=
4π

5
r̂

2. ベクトル場A = yx̂+ xŷの、半径 1で原点を中心とする球における体積積分∫
V

(yx̂+ xŷ) dV =

∫ 1

r=0

∫ π

θ=0

∫ 2π

ϕ=0

(r sin θ sinϕx̂+ r sin θ cosϕŷ) r2 sin θ dϕ dθ dr

=

∫ 1

r=0

r3 dr

∫ π

θ=0

sin2 θ dθ

∫ 2π

ϕ=0

(sinϕx̂+ cosϕŷ) dϕ∣∣∣∣∫ 2π

ϕ=0

sinϕdϕ = 0,

∫ 2π

ϕ=0

cosϕdϕ = 0

= 0

3. ベクトル場A＝ r2r̂の、一辺 2で原点を中心とする立方体における体積積分∫
V

r2r̂ dr = r̂

∫ 1

x=−1

∫ 1

y=−1

∫ 1

z=−1

(
x2 + y2 + z2

)
dz dy dx

= r̂

([
x3

3

]1
−1

+

[
y3

3

]1
−1

+

[
z3

3

]1
−1

)
= 2r̂

4. ベクトル場A = xyx̂+ xyŷの、一辺 2で原点を中心とする立方体における体積積分∫
V

(xyx̂+ xyŷ) dV = (x̂+ ŷ)

∫ 1

x=−1

∫ 1

y=−1

∫ 1

z=−1

xy dz dy dx∣∣∣∣∫ 1

−1

x dx = 0

= 0
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5. ベクトル場A = 1/r2r̂の、半径 1で原点を中心とする球における体積積分∫
V

r̂

r2
dV =

∫ 1

r=0

∫ π

θ=0

∫ 2π

π=0

r̂

r2
r2 sin θ dϕ, dθ dr

= r̂

∫ 1

r=0

dr

∫ π

θ=0

sin θ dθ

∫ 2π

ϕ=0

dϕ

= 4πr̂

1.2 ディラックのデルタ関数

以下の値を求めよ。

1. 半径 2で原点を中心とする球に関して、
∫
V
xy δ3(x− 1, y + 1, z) dV∫

V

xy δ3(x− 1, y + 1, z) dV = [xy]x=1,y=−1,z=0 = −1

2. 半径 2で原点を中心とする球に関して、
∫
V
xyz δ3(x− 1, y + 1, z) dV∫

V

xy δ3(x− 1, y + 1, z) dV = [xyz]x=1,y=−1,z=0 = 0

3. 半径 Rで原点を中心とする球に関して、
∫
V
δ(r − a) dV ただし a < R∫

V

δ(r − a) dV =

∫ R

r=0

∫ π

θ=0

∫ 2π

ϕ=0

δ(r − a) r2 sin θ dϕ dθ dr

= [r2]r=a

∫ π

θ=0

sin θ dθ

∫ π

ϕ=0

dϕ

= 4πa2

デルタ関数は rにのみ関係しているので、無限大の値が r = aの球殻状に分布する。

2 点電荷

位置ベクトル rにある電荷 Qを持つ点電荷は電荷密度 ρ = Qδ(r)によって表される。r = 0として、ガウスの

法則を用いてクーロンの法則を導出せよ。

（電場についての）ガウスの法則より、半径 Rの原点を中心とする球の閉曲面を考えると∮
S

E · dŜ =
1

ε0

∫
V

Qδ3(r)dV

ここで、Eは閉曲面において常に等価で面に対し垂直であるので、

4πR2E =
Q

ε0

E =
Q

4πε0

1

R2
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3 一様な電荷を持つワイヤー

単位長さ辺り λの一様な電荷を持つ無限に長いワイヤーから距離 aの位置の電場をガウスの法則を使って求め

よ。

ワイヤーを軸とする半径 a、長さ Lの円筒について考える。電荷の体積密度 ρは電荷の線密度 λとデルタ関数を

使って ρ(x, y, z) = lambdaδ2(x, y)と書けるので、ガウスの法則より、∮
S

E · dŜ =
1

ε0

∫
V

λδ2(x, y) dV

=

∫ a

x=−a

∫ √
a2−x2

y=−
√
a2−x2

∫ L

z=0

λδ(x)δ(y) dz dy dx

= λL

また左辺について、ワイヤーの対称性より E は常にワイヤーに垂直であるので、円筒の底の円形の面に対して E

は常に平行である。故に円筒の側面と電場の内積のみが残り、

LHS = 2πaLE = λL

E =
λ

2πa

4 一様な電荷を持つ球

一定の電荷密度 ρを持つ半径 Rの球体の中心から距離 aの位置の電場をガウスの法則を使って求めよ。

半径 aの原点を中心とする球の閉曲面を考える。電荷密度は一定なので、閉曲面内の電荷の総量 Qはその体積に

比例し、

Q =
4

3
πρa3

また、電場は閉曲面において常に等価で面に対し垂直であるので、ガウスの法則より、∮
S

E · dŜ =
1

ε0

∫
V

ρ dV

E 4πa2 =
4π

3ε0
ρa3

E =
ρ

3ε0a

5 電場から電荷密度

これと次の問題はガウスの法則の微分形式

∇ · E =
ρ

ε0

を使う。ρは電荷密度であり、∇ · E 一般的に

∇ · E =
1

h1h2h3

{
∂

∂u1
(h2h3E1) +

∂

∂u2
(h3h1E2) +

∂

∂u3
(h1h2E3)

}
であるが、各座標系においては以下の様になる。

• 直交座標系 < u1, u2, u3 >=< x, y, z >、h1 = h2 = h3 = 1、< E1, E2, E3 >=< Ex, Ey, Ez >から

∇ · E =
∂Ex

∂x
+

∂Ey

∂y
+

∂Ez

∂z
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• 円柱座標系 < u1, u2, u3 >=< r, θ, z >、h1 = 1, h2 = r, h3 = 1、< E1, E2, E3 >=< Er, Eθ, Ez >から

∇ · E =
1

r

∂

∂r
(rEr) +

1

r

∂

∂θ
Eθ +

∂

∂z
Ez

• 球座標系 < u1, u2, u3 >=< r, θ, ϕ >、h1 = 1, h2 = r, h3 = r sin θ、< E1, E2, E3 >=< Er, Eθ, Eϕ >から

∇ · E =
1

r2
∂

∂r
(r2Er) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θ Eθ) +

1

r sin θ

∂

∂ϕ
Eϕ

参照M. R. Spiegel & J. Liu, Mathematical handbook of Formulas and Tables, Second edition, Schaum’s outlines.

これより解答。

以下の電場が既知であるとき、任意の位置の電化密度を求めよ。

1. E = r3 r̂

ガウスの法則より、極座標を用いて

ρ = ε0∇ · E = ε0∇ · (r3r̂)

= ε0
1

r2
∂

∂r
(r2 r3)

=
ε0
r2

5r4 = 5ε0r
2

2. E = x2 x̂+ y2 ŷ ガウスの法則より、直交座標系を用いて、

ρ = ε0∇ · E = ε0∇ · (x2x̂+ y2ŷ)

= ε0

(
∂

∂x
x2 +

∂

∂y
y2
)

= ε0(2x+ 2y)

6 電場から電荷

以下の電場が既知であるとき、次の空間内における電荷の総量を 2通りの方法で求めよ。

2通りとは∇ · E を計算してから体積積分する方法と、表面の閉曲面で積分する方法である。

1. E = r3 r̂、半径 1の原点を中心とする球内において。

方法 1

Qtotal = ε0

∫
V

∇ · (r3r̂)dV

= ε0

∫ 1

r=0

∫ π

θ=0

∫ 2π

ϕ=0

1

r2
∂

∂r
(r2 r3) r2 sin θdϕ dθ dr

= ε0

∫ 1

r=0

5r4 dr

∫ π

θ=0

sin θ dθ

∫ 2π

ϕ=0

dϕ

= 4πε0[r
5]1r=0 = 4πε0

方法 2

Qtotal = ε0

∫
S

r3 r̂ · dŜ

= ε0

∫ π

θ=0

∫ 2π

ϕ=0

[r3 r2 sin θ]r=1 dϕ dθ

= 4πε0
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2. E = xy2z2(x̂+ ŷ + ẑ)、一辺 2の原点を中心とする立方体において。

方法 1

Qtotal = ε0

∫
V

∇ · (xy2z2(x̂+ ŷ + ẑ)) dV

= ε0

∫ 1

x=−1

∫ 1

y=−1

∫ 1

z=−1

(
∂

∂x
(xy2z2) +

∂

∂y
(xy2z2) +

∂

∂z
(xy2z2)

)
dz dy dx

= ε0

∫ 1

x=−1

∫ 1

y=−1

∫ 1

z=−1

(y2z2 + 2xyz2 + 2xy 2z)dz dy dx

|原点を中心にした奇関数の積分はゼロなので

= ε0

∫ 1

x=−1

∫ 1

y=−1

∫ 1

z=−1

y2z2dz dy dx

=
8

9
ε0

方法 2

立方体の各面を S(u = a)と表す。つまり S(x = +1)とは x = +1の面である。

Qtotal = ε0

∫
S

(xy2z2(x̂+ ŷ + ẑ)) · dŜ

= ε0

{∫
S(x=+1)

xy2z2dS −
∫
S(x=−1)

xy2z2dS +

∫
S(y=+1)

xy2z2dS

−
∫
S(y=−1)

xy2z2dS +

∫
S(z=+1)

xy2z2dS −
∫
S(z=−1)

xy2z2dS

}

= ε0

{∫ 1

y=−1

∫ 1

z=−1

y2z2dzdy +

∫ 1

y=−1

∫ 1

z=−1

y2z2dzdy +

∫ 1

x=−1

∫ 1

z=−1

xz2dzdx

−
∫ 1

x=−1

∫ 1

z=−1

xz2dzdx+

∫ 1

x=−1

∫ 1

y=−1

xy2dydx−
∫ 1

x=−1

∫ 1

y=−1

xy2dydx

}
= 2ε0

∫ 1

y=−1

∫ 1

z=−1

y2z2dzdy

=
8

9
ε0
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